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Abstract 
Sun, S.X. and C. Payan, Sur l’immersion gracieuse de K, dans Q,. Discrete Mathematics 102 
(1992) 79-83. 
We propose some solutions of gracious embedding of K, in Q, (all distances between the N 
points are different). 
Nous proposons quelques solutions de I’immersion gracieuse de KN dans Q, (toutes les 
distances entre les N points sont differentes). 
1. Introduction 
Erdiis a recherche I’ensemble des entiers positifs S = {a,, u2, . . . , a,}, tels que 
toutes les differences ]a; - Oil soient differentes (1 c i 6 N). C’est a dire: 
lUi - Ujl = (Uk - U,l ~ {i, i} = {k, I}- 
Erd& et Katona [l] ont pose le probleme suivant: 
SoitH={E,,E,,..., EN} un hypergraphe, tel que tous les ensembles Ei f~ Ej 
aient des cardinaux differents, 16 i <j G N. Quelle est la valeur maximale de N? 
Ces problemes sont similaires au probleme suivant pose par J.M. Laborde et G. 
Burosh: comment trouver un sous-ensemble maximal A = {al, u2, . . . , a,}, 
Ui E (0, l}“, dans l’hypercube Q,, tel que toutes les distances 2 a 2 des elements 
de A soit distinctes, i.e.: 
G!(Ui, Uj) = d(Uk, U[) e {i, i} = {kf I}. 
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Ce probleme est appele immersion gracieuse de KN dans Q,. Dans le cas 
general ceci est un problbme ouvert. Seules etaient connues des immersions 
gracieuses de K1, K2, K3, K4, K,. Nous proposons une approche qui nous 
permet d’obtenir une solution pour les valeurs suivantes realisables. 
2. Rappel 
L’hypercube Q, est le graphe defini de la man&e suivante: 
l’ensemble des sommets est (0, l}“, 
2 sommets x et y sont relies par une arete si et seulement si les deux n-uplets 
different d’exactement une composante. 
La distance (de Hamming) d(x, y) de deux sommets X, y dans Q, est le nombre 
de composantes dont ils different (d(x, y) E (0, . . . , n}). 
A,v = {a,, ~2, . . . , aN} est solution de l’immersion gracieuse de .KN dans Q, si 
c’est un sous-ensemble maximal de Qn qui satisfait (1). 
Considerons chaque ai comme la jdme ligne dune matrice N X n: 
a1 
a2 
!I 
= 
UN 
a11 a12 a** al, 
a21 a22 .+* aZn 
. . . 
AN= 
Oti Uij E (0, l}. 
aN1 aN2 .‘. aNn. 
A partir d’une solution, par des complementations de colonnes et des 
permutations de lignes ou de colonnes on obtient encore une solution. 
Soit ai = (ail, Ui2j . . . , Ui,) la Pme ligne de AN, le poids de ai est le nombre de 1 
dans ai, il sera note W(Ui). 
Thio&me. Soient N points quelconques dans l’hypercube Q,,, soit KN le graphe 
des distances de ces N points, alors les arPtes de distances impaires forment un 
cocycle de KN. 
DCmonstration. Comme Q, est un graphe biparti, on ne peut pas avoir de cycle 
impair forme par des distances impaires. •i 
Corollaire 1. Si toutes les distances 2 ci 2 des N poin& duns Q, sont diffkrentes, 
alors: n 2 Cc; si n = C”, il existe deux entiers positifs a, b, tels que: 
a+b=N, 
On peut en deduire [2]: 
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Corollaire 2. Quand n = Cg, une condition nbzessaire de l’immersion gracieuse de 
KN duns Q, est qu’il existe un entier k tel que N = k2 ou N = k2 + 2. 
On peut se poser la question de savoir si cette condition est suffisante. Nous 
allons le montrer pour k G 4. 
3. RCsultat principal 
Nous allons donner les idees qui nous ont 
gracieuses de Kg, KI1, K16 et Ki8. 
La recherche des solutions s’appuie sur une 
permis de trouver des immersions 
propriete plus forte P: les N points 
dans Q, sont partitionnes en deux classes R’ et R” de sorte que les IR’I. IR”I plus 
grandes distances se trouvent entre les points de R’ et ceux de R”. 
Donnons les premieres valeurs de n et N pour lesquelles on peut esperer 
trouver une solution. 
No NI N2 N3 N4 Ns N6 N7 N8 Ns . . . 
N= 0 1 2 3 4 6 9 11 16 18 --- 
It= 0 0 1 3 6 15 36 55 120 153 . . * 
nO nl n2 n3 n4 n5 126 n7 c3 n, ... 
Soit A, une solution de l’immersion gracieuse de KN, dans Q,, verifiant la 
propriete P. 
Construisons une solution ANI+, de l’immersion gracieuse de Z&+, dans Q,,,, de 
la facon suivante: 
Partageons A, en deux parties R! et RI coformtment a la propriete P. 
A, = 
Rf 
[ 1 R:! 
et construisons la matrice Ni x ni+I suivante: 
B, = Ni 
oh 0 est une matrice dont tous les elements sont nuls et J une matrice dont 
tous les elements sont Cgaux a 1. 
11 est facile de voir que les distances entre les lignes de la matrice B, ainsi 
obtenue sont toutes differentes. 
82 S.X. Sun, C. Payan 
11 suffit de rajouter les lignes manquantes pour obtenir les distances non encore 
realisees. 
Les distances entre lignes sont choisies de telle man&e que A,+, verifie la 
propriete P. 
Le determination effective de chaque ligne rajoutte se fait en resolvant un 
systeme d’bquation en nombre entier obtenu en utilisant une propriete 
immediate: 
0, Y) = w(x) + W(Y) - h*Y 
oti x*y represente la somme arithmetique des produits composante a composante 
xk * Yk- 
L’existence de solutions depend des distances choisies. 
L’obtention d’une immersion effective necessite quelques essais. 
On peut illustrer la methode sur le passage de A6 B A9 (Fig. 1). 
Nous avons ainsi obtenu les immersions gracieuses de Kg, Kll, K,, et K,, dans 
Qs Qs Qm et QIS (Fig. 2). 
L’ensemble des solutions trouvees est represent6 sur le tableau suivant dans 
lequel, chaque ligne est donnte par la taille des blocs successifs de ‘1’ et de ‘0’ en 
commencant par un bloc de ‘1’; la taille du dernier bloc est omise (selon la parite 
du nombre de blocs, ce dernier bloc est un bloc de ‘0’ ou un bloc de ‘1’). 
r: 
4= 
4= 
000000000000000 
100000000000000 L- 100111000000000 111110110000000 
El_ 
000000000000000 
100000000000000 
E 
100111000000000 
111110110000000 
111110100000011 
011111001100011 
100000111111111 
1 R’ 
1 R” 
000000000000000000000 
000000000000000000000 
000000000000000000000 
1 000000000000000000000 
111111000000000000000 
111100011110000000000 
111111111111111111111 
111111111111111111111 
111111111111111111111 
Fig. 1. 
lignes rajoutees 
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K18 K16 Kll K9 K6 K4 
v v vvvv 
- 
___ 
- 
- 
0. -; 
1, -; 
1.2.3.~; 
5,1.2. -; 
5,1.1,6.8,-; 
0, 1, 52. 2,3, 6.3.4. -; 
0.3,5.5,6,2,1,3,2,8,5,1,11,-; 
5,~.1.l,3.5,3,3.3,l,4,9,1,1,1O,1,1,3,5,23,3,-; 
5.1.~,1.3,5,3,2,3,1,1,10,3,1,8,4,3,6,7,7,11,6,4,-; 
O.l,5,2.2,3,3,3,2,4,1,3,1O,1,8,5,7,11,21,-; 
_______________________________________________________________________________, 
l,2,5,5,6.3,4,9,9,8,7,1,1,14,5,4,3,l,4,4,29,4,lO,-;~ 
3.5.9.3.3,2,4,13,25,4,4,11,43,-; 
1.6,1,2.3.2,4,2,5,7,2,5,10,10,1,10,-; 
1,2.5.9,4,8.6,6,-; 
0.5.3.3,2.4.4,2,3,9,4,1,-; 
1,5,2,5,-; 
1,2.-i 
_. 
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